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Hidrostatica o

2.1 Introduccidén

La hidrostatica es la parte de la mecédnica que estudia los fluidos en reposo, o sin movimiento relativo

entre las particulas. Por tanto, las tensiones tangenciales (7) son nulas:

d
= “CT; =0 (2.1)

. Quiere esto decir que el fluido no puede moverse?. La respuesta es que puede hacerlo mientras lo
haga como un sélido rigido. El término (dv) se refiere a la velocidad relativa entre las particulas de

fluido y no a la velocidad del movimiento como sélido rigido.

Por ejemplo, considere un cilindro dispuesto en direccién vertical, lleno de agua, que esta rotando
con velocidad constante sobre su propio eje. Las particulas rotan con el cilindro con velocidad angular

constante, pero siempre ocupan la misma posicién relativa respecto del resto.

En el caso de 7 = 0, el tensor de tensiones de la particula diferencial de fluido mostrada en la
figura [2.1] se escribe:

011 7’12:0 7’13:0 011 0 0
P=| =0 o2 T73=0 = 0 o2 O (2.2)
731 =0 739=0 033 0 0 o33

Es decir, en la hidrostatica solo existen presiones normales que denominaremos presiones.

2.2 Presion

La presién (P) es un tensor de tensiones cuyos ejes principales son de igual magnitud (p), por lo que

muchas veces suele confundirse con un valor escalar, lo que es un error.
—p 0 0

P=| 0 —p 0 (2.3)
0O 0 —p
5
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Figura 2.1: Tensor de tensiones en un elemento diferencial 3D

El valor negativo en el elemento diagonal es debido a que en la mecéanica de los medios continuos se
consideran positivas las tracciones (ver o en la figura [2.1]), mientras que la presién es una compresion

de la particula.

Demostracion: Si estudiamos el elemento diferencial bidimensional mostrado en la figura 2.2 y
tomamos como valor uniforme de la presién actuando sobre cada una de las caras las correspondientes
al cdg del elemento (p), al plantear el equilibrio de fuerzas, tanto en horizontal como vertical, se tiene

el siguiente sistema de ecuaciones:

Fac—px-dy—FScosa—p-dscosa} (2.4)

F,=py-dv=Fgsen a=p-dssen o

YA ds = dx / sen(a) = dy / cos(a)

Fs/j Fs-sen(a.)

\\ds Fs-cos(a)

Fx
—pdy

y i~

Figura 2.2: Presiones sobre un elemento diferencial en 2D
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Como ds puede expresarse en funcién del angulo a;, como:

ds =dx/ sen a = dy/ cos « (2.5)

Sustituyendo (2.5)) en (2.4)), se demuestra que la presién p en todas las caras estd en equilibrio:

— — dy
Pz -dy=p-dscosa=p- cos «
’ cos o - p=p.=1py (2.6)
py-dr=p-dssen @ =p- i sen «

También se ha demostrado que la presién es independiente del dngulo « de actuacion.

Ampliando este mismo razonamiento en el espacio tridimensional se llega a que también existe

equilibrio en la direccion z.

2.3 Ecuacion General de la Hidrostatica

Supongamos el volumen diferencial de la figura [2.3] sobre el que actiian unas fuerzas por unidad de
volumen (G, Gy, G>) en las tres direccione del espacio. Planteando el equilibrio de fuerzas en una
una de las direcciones, por ejemplo la z, se tiene:

(p@pdz) dz dy — <p+ gpd22> dr dy + G,dx dy dz =0 (2.7)
z z

donde el primero de los términos representa la fuerza actuando en la cara inferior del sélido en el
sentido positivo del eje, el segundo es la fuerza sobre al cara superior actuando en el sentido negativo

del eje y el tercero la fuerza en z actuando sobre todo el volumen diferencial.

Gz z A 9 d
p dz
P+ 3
Gy Oz 2
Gx l
_ opdy KO opdy
p dy 2 P Oy 2

Figura 2.3: Equilibrio de fuerzas sobre un elemento diferencial

Operando, se llega a:

f?dx dy dz + G dx dy dz =0 — —-——+G, =0 (2.8)
z
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Trabajando de forma similar en los otros dos ejes, se llega al sistema de ecuaciones:

)

Op

——+G; =0
ox *
op

I (2.9)
dy Gy
op

——+G,=0
0z *

Vectorialmente puede expresarse como:

G = grad P (2.10)

Lo que constituye la Ecuacion General de la Hidrostatica
Observemos que el vector de fuerzas G es perpendicular a las superficies de presion constante.

Es decir, el incremento de presiéon que se produce entre dos caras paralelas de una particula

diferencial es igual a la fuerza actuante por unidad de volumen en la direccién normal a ambas.

2.3.1 Casos particulares

A continuacién se exponen una serie de casos particulares de aplicacion de la ecuacién general de la

hidrostética para entender mas claramente las implicaciones de la misma.

Ausencia de fuerzas exteriores

La ausencia de fuerzas exteriores implica que G' = 0, por tanto:

—

—
G=grad P=0 — P = cte (2.11)

Esto es lo que se denomina el Principio de Pascal, que se enuncia a continuacion:

"En un determinado recinto donde tenemos un fluido, cualquier incremento de presion (p) que

podamos ejercer en un punto se traslada instantineamente a todos los puntos del fluido’
La aplicacion practica més conocida es la prensa hidraulica. Esta puede verse en la figura

Cuando analizamos la prensa hidraulica, podemos expresar:

_F_r Jay (2.12)

P _ -
s 5 S

Esto significa que con un pequena fuerza (F') ejercida sobre el émbolo de menor seccién (S) podemos

elevar un gran peso (F™*) situado sobre el émbolo de mayor superficie (5*).
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g

Pl

Figura 2.4: Aplicacién del principio de Pascal a la prensa hidraulica

El siguiente vinculo muestra un video muy interesante de aplicacién del principio de pascal apli-

cado a sistemas neuméticos. Cabe destacar las explicaciones entre los minutos 1:10 y 3:30

@ hydraulic and pneumatic part 1

Las fuerzas se derivan de un potencial 1

Esta hipdtesis es la que ocurre con las fuerzas maésicas. En este caso, G puede expresarse como:

G= —p grad ¥

Entonces, la expresién de la ecuacién general de la hidrostatica (2.10|) se convierte en:

pgrad ¢ + grad P =0
Por tanto: .
oy Op 0
Por 0w
oy 9dp 0
Poy oy
oy Op 0
Pz o270 )

que vectorialmente puede expresarse como:

0 0
w+p

p 8.’El 8xl =0

Multiplicando por dz;, se llega a las tres ecuaciones siguientes:

oY op ,
paxi dx; + a—xidxl =0

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)


http://www.youtube.com/watch?v=YlmRa-9zDF8
http://www.youtube.com/watch?v=YlmRa-9zDF8
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La igualdad anterior ha de cumplirse también para el conjunto de las tres ecuaciones:

=3
> [p i dxi + @dxi =0 — pdip +dP =0 (2.18)
im1 8331 8xz

Esto demuestra que, en la hidrdulica, las lineas de presién constante (isobaras) coinciden con las

lineas de igual potencial (equipotenciales).

El campo gravitatorio

El campo gravitatorio representa un caso particular de fuerza derivada de un potencial cuya unica

fuerza tiene direccién vertical y puede expresarse como:
G=(0,0,—) (2.19)
siendo +y el peso especifico.

El signo negativo del peso especifico viene dado por que la fuerza se dirige en el sentido contrario

al eje z que se considera positivo a medida que nos alejamos de la superficie de la Tierra.

El potencial asociado a esta fuerza viene dado por:
Y = gh (2.20)
siendo ¢ la aceleracion de la gravedad, y h la altura medida en el sentido positivo del eje z.
Sustituyendo este potencial en la ecuacion , se tiene:
dP = —pdiy = —pgdh (2.21)
Dividiendo por p:

P
= = —gdh (2.22)
P

lo que representa la ecuacion de la hidrostatica en la vertical del campo gravitatorio.

Liquidos incompresibles en el campo gravitatorio

Normalmente, dentro del campo de la hidrdulica, trabajaremos con liquidos a los que podemos con-
siderar como incompresibles. En ese caso, podemos considerar p = cte y la ecuacion (2.22)) se puede
integrar entre limites conocidos:

P2 P ha _
/ - = —/ gdh — P2oPl o g (hy— ) (2.23)
p1 P h1 P

O lo que es lo mismo:
AP = —pgAh = —yAh (2.24)

La ecuacién anterior implica que la presion, en el interior de un fluido, disminuye linealmente al

aumentar la altura. Esta relacion es directamente proporcional al peso especifico del fluido.
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Gases en el campo gravitatorio

Los gases son fluidos en los que no pueden considerarse que la densidad permanezca constante, pero

si tienen una ecuaciéon de estado que en el caso de un gas ideal es:

P

— =RT (2.25)

p
Se puede trabajar con la ecuacién de estado y la ecuacién (2.22)). Ademds, se tiene la ecuacién de

evolucién, que expresa la transformacion que sufren algunos gases en funcién de su comportamiento.

Asi, para el caso en el que la temperatura permanezca constante durante la transformacién (transfor-

macion isoterma), la ecuacién de evolucién viene dada por:

P
T = cte — — = cte (2.26)
p

En los procesos adiabaticos, la ecuacion de la evolucion cumple que:

PVF = cte (2.27)

Como ejemplo baste decir que la estratosfera tiene un comportamiento isotermo, mientras que la

troposfera es un proceso adiabatico con k = 1, 4.

Actuacién conjunta de dos campos equipotenciales ]

Supongamos un cilindro con su eje vertical, que se encuentra rotando a velocidad angular w con-

stante. El cilindro se encuentra lleno de agua hasta una determinada altura.

Primero, podemos considerar la ecuacién general de la hidrostédtica ya que las particulas de fluido

no sufren movimiento relativo entre ellas.

Sobre el liquido se encuentran actuando dos campos potenciales, uno debido a la gravedad ¢ = gh,
que ya se ha visto en la seccién y otro perpendicular a este debido a la fuerza centrifuga que

actua sobre la particula de agua. Esta viene dada por la expresién:

F. = mw?r = mA, (2.28)

donde A, = w?r es la aceleracién centrifuga. Esta aceleracién puede expresarse en funcién de un
campo potencial dependiente de r:
_Ot2

Ao=—— (2.29)

Integrando esta expresion se llega a:

2,2
Yo = /Acdr =— /w2rdr = —w; (2.30)
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Sumando ambos campos potenciales:

2.2

b=+ = gh— (2.31)

A continuacién vamos a representar las lineas equipotenciales, que como ya se ha demostrado en
la seccién [2.3.1] son coincidentes con las isobaras. Para ello, buscamos una forma de la ecuacién en la
que podamos separar los términos en 7 de los términos en h (direcciones de cada uno de los campos

potenciales), resultando:
2
=Yy (2.32)

g 29

expresién correspondiente a la parabola de segundo grado mostrada en la figura [2.5

Lineas equipotenciales

altura (h)

radio (r)

Figura 2.5: Isobaras o equipotenciales de un cilindro girando con velocidad constante

Presion en la base de un cilindro girando ]

Un cilindro hueco de 6 ¢m de diametro y 10 ¢m de profundidad con paredes indeformables, esta
lleno de agua hasta 3 cm del borde. Calcule la velocidad angular de giro w a la que el agua llena justo

el borde del cilindro, y la presion en un punto junto al contorno de la base.

Utilizando los campos potenciales deducidos en el ejemplo anterior, se tiene:

2.2

b=+ = gh— (2.33)

Al girar, la altura (h = 0.10 m), se alcanza en el borde (r = 0.03 m), por lo que:

2 2
0.03
b =9.81-0.10 - 2" (2.34)
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La segunda de las ecuaciones se obtiene de plantear la conservacion de la masa, que es coincidente
con la conservacion del volumen al considerar liquido incompresible (p = cte). Si tenemos en cuenta el

volumen ocupado por el agua cuando el cilindro esta parado (hg = 0.10—0.03 = 0.07), e integramos la

ecuacién de la pardbola que representa la superficie libre cuando el cilindro esta rotando (h = %+%r2),

se tiene: )
mrlhy = // (dj + wr2> r df dr (2.35)

rJo\g 29

Integrando:
2 2,4 2
9 Pr wer Y wt o,

ho=2r——4+21—— — hy=—+ — 2.36
wr°ho 7Tg2+7T2g4 0 g+4gr (2.36)

Despejando el valor del potencial en el punto conocido del borde:

w2r? w20.032

W = gho — =9.81-0.07 - — (2.37)

Igualando las ecuaciones (2.34) y (2.37)) se llega a:

010-0.07 /1 1 . 4g

Para conocer la presién utilizamos la ecuacién general de la hidrostatica cuando las fuerzas actu-
antes se derivan del potencial (2.18)):
pdy +dP =0 (2.39)

El incremento de potencial entre la equipotencial (1) que pasa por la unién de las paredes del
recipiente con su base (h = 0 y r = 0.03) y la equipotencial (1sy,p) que pasa por la superficie libre
(p =0, h=0.10 y r = 0.03), permite calcular el incremento de presién que se produce en ese punto

respecto de la superficie libre.

w?r? 133.33 ¢ 0.032

h=0 yr= 0.03 — ’(ﬁo = ghfondo — = 0.00g — 5 (2.40)
2,.2 133. 032
h=010yr =003 — Ysup = Ghvorde — % —0.10g — w (2.41)
Por tanto:
AY =Yg — Yeup = —0.10g — AP = —pAy = 0.10pg = 0.10v (2.42)

Lo que equivale a la altura manométrica desde el fondo a la superficie libre en el punto del contorno.

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAS

2.4 Presiones absolutas y relativas

La presion absoluta es un valor de la presién que contempla la suma de totalidad de las presiones que

actian en un determinado punto. Es por tanto un valor que nunca serd negativo.
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Partiendo de la ecuacion general de los gases:
P-V=n-R-T (2.43)

y sabiendo que n - R es constante, se llega a que:

p-v. PV
T T

(2.44)

Una presién (P’) igual a cero significa que la temperatura del estado (7”) debe ser también igual
a cero, ya que no puede serlo el volumen.

_PV.-T

P/
v'.r

0 — =0 (2.45)
En esta ecuacién es muy importante tener en cuenta el hecho de que las temperaturas son tem-

peraturas absolutas, y por tanto, se expresan en grados Kelvin.

Habitualmente, y sobre todo en el caso de liquidos, se trabaja con el concepto de presién relativa,
siendo ésta la variacion de presion medida en el interior del fluido desde la superficie libre. Es decir la
presién a la profundidad a la que se realiza la medida teniendo en cuenta que el aparato de medida
toma como presion cero la correspondiente a la presion atmosférica (Pgy,) en un punto de la superficie
del liquido pero fuera de éste. Este es el caso de los mandémetros en tuberias o los utilizados por los

submarinistas para conocer la profundidad de inmersién.

En este caso existe una relacién entre la presién absoluta (P,s) y la relativa (P.;) dada por la

ecuacion:
Pabs = Ipel t+ Patm (246)

En el caso de considerar presiones relativas, si pueden obtenerse valores negativos de la presién,

basta con hacer el vacio en un recipiente donde el aire se encuentra encerrado a presién atmosférica.
La presién atmosférica equivale a 101325 N/m? (Pascales).

Otra forma de expresar la presién habitualmente utilizada cuando trabajamos con fluidos, y espe-
cialmente con liquidos, es en metros de columna de liquido equivalente. Esta altura es el resultado de
dividir la expresién entre el peso especifico del liquido. En el caso particular del agua, se habla
de metros de columna de agua (m.c.a.), utilizdndose para ello el valor del peso especifico del agua (7).

A modo de ejemplo una presién absoluta expresada en m.c.a. resulta:

P, P, P,
abs _ rel + atm (247)
Y Y Y

En este caso el término % se corresponde con la profundidad (d), en metros, a la que medimos

la presién en el interior del fluido.

La altura de presion atmosférica en el caso del agua equivale a:

Patmn 101325 N/m?
Ratm = = =10.33 m.c.a. 2.48
“mT Ty 9810 m/s? mea (248)
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Un ejemplo de nuestra vida habitual en el que estamos acostumbrados a medir presiones mediante
alturas de fluido equivalente es el barémetro de mercurio donde los 760 mm de altura de columna de

mercurio equivalen a 1 atmésfera:

Pum 101325
- = 0.760 m.c.Hg. = 760 2.49
g 13579981 ens B (2.49)

,

Esta forma habitual de medir presiones manométricas también se utiliza para obtener la

altura de impulsién de un sistema de bombeo. Hay que tener en cuenta que es dependiente
del valor de la gravedad en el punto de medida (v = p - g), lo que muchas veces tiende a
olvidarse. Por ejemplo, en la luna, un sistema de bombeo especificado con este estandar, o
un manometro terrestre, tienen que ser adecuadamente transformados a las condiciones de

gravedad de nuestro satélite.

Cuando hablamos tinicamente de presiones relativas en fluidos incompresibles (p = cte) sometidos
al campo gravitatorio (ecuacién (2.24])), se tiene que en un punto cualquiera del fluido situado a una

profundidad d de la superficie del mismo se cumple:
P
h+;:h+d:cte (2.50)

siendo h la altura del punto desde una superficie de referencia. Hay que tener en cuenta que el sentido
positivo de h es en sentido vertical creciente, mientras que la profundidad d crece en el sentido negativo

del mismo.

Esto es lo que conocemos como altura piezométrica.

2.5 Empujes sobre superficies planas

El empuje de las presiones sobre una superficie plana siempre se puede realizar dibujando el diagrama
de presiones perpendicular a la misma y procediendo a su integracién, obteniéndose asi el valor del

empuje y su punto de aplicacién.

En el presente apartado se justifica matemadaticamente un sistema que permite la obtencién del

empuje sobre una superficie plana mediante:

E=vyd.yS (2.51)
siendo:
v Peso especifico del fluido (N/m?)
dcqg Profundidad vertical a la que se encuentra el centro de gravedad de la (m)

superficie sumergida sobre la que actian los empujes
S Superficie a integrar sobre la que actian los empujes (m?)
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En cualquier caso el primer paso es siempre dibujar el diagrama de empujes tanto para evitar
posibles fallos como por la claridad que representan a la hora de comprender el problema que se

resuelve.

Supongamos la superficie abatida S contenida en el plano A-B perpendicular al plano del dibujo,

e inclinado un angulo « respecto de la vertical.

Superficie abatida (S)

Figura 2.6: Empujes sobre una superficie plana

El punto de minimo empuje (A), tiene una presién P4 = vd4, mientras que al punto de méxima
presion (B) le corresponderd una presién de P = vy dp, siendo d4 y dp las profundidades de los puntos

A y B respectivamente, con dg > d 4.

Sean L4 y Lp las distancias medidas sobre el plano que contiene a la superficie de los puntos A y

B, medidos desde el corte de ese plano con la superficie libre (O).

Si denominamos p =y d a la presién que se aplica al diferencial de superficie (ds) con profundidad

d constante, se tiene que el empuje sobre la totalidad de la superficie viene dado por:

E:/pds:’y/dds:’y/LcosadSnycosa/Lds (2.52)
S S S S

siendo L la distancia a la que se encuentra el diferencila de superficie ds medida sobre el plano de la

superficie y tomando como origen el punto O.

Analizando el término f g L ds se observa que es el momento de primer orden o momento estético

de la superficie S respecto del eje perpendicular al plano del dibujo que pasa por el punto O. Por
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tanto, puede expresarse como:

/ Lds = Lyg,S (2.53)
S

siendo:

L.qy Distancia, sobre el plano que contiene a la superficie, del centro de (m)
gravedad de la misma medida respecto del eje que pasa por el punto

0]

Sustituyendo en la ecuacién (2.52)), se tiene:

E:'ycosa/Lds:'ycos aLegg S ="7deagS = Peag S (2.54)

s

Por tanto, se puede afirmar que ’el empuje sobre una superficie plana sumergida en un fluido
incompresible por efecto de las presiones relativas equivale al valor de la presion en el centro de

gravedad de la seccion multiplicada por el drea de la misma.’

2.5.1 Obtencién de la resultante del empuje sobre superficies planas

La formulacion anterior facilita el cdlculo de la resultante del empuje pero no su ubicacion, lo que

tiene importancia a la hora de determinar los momentos actuantes sobre la superficie.

Tomando momentos respecto del eje perpendicular al plano del dibujo que pasa por O mostrado
en la figura se tiene:

MO:E-LG:/pLds:’ycos a/des:’ycos alp, (2.55)
S

S
siendo:

L. Distancia, sobre el plano que contiene a la superficie, del punto de apli-  (m)
cacién de la resultantes de empujes medida respecto del eje que pasa por

el punto O

Io, Momento de inercia de la superficie S respecto del eje perpendicular al — (m?)

T

dibujo que pasa por el punto O

Despejando L. en la ecuacién anterior, y sustituyendo el valor del empuje obtenido de la ecuacién

(2.54])) se llega a:

yeosalp, o

L, = = < 2.56
" ycosa Leqg S Leag S ( )

Teniendo en cuenta el teorema de Steiner para obtener la inercia en el eje O respecto de la inercia

que pasa por el centro de gravedad de la seccion (I q44), se tiene que:

_ chg + degS - ot chg
¢ Leag S Y LeagS

(2.57)
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Para la aplicacion de esta férmula es necesario trabajar con presiones relativas, y con el
punto O situado en el contacto del plano que contiene a la superficie con la superficie libre.

En caso contrario no puede calcularse el momento como M = F - L,

El problema es cuando la superficie no es simétrica respecto de la linea, A-B porque en ese caso
habria que hacer la integracién respecto de un eje paralelo a A-B para conocer la situacion de la

resultante de empujes medida en la direccién perpendicular al plano del dibujo.

EJERCICIO 1

La compuerta rectangular de la figura tiene un ancho b = 2.0 m y esta sumergida

desde la profundidad d, = 1.2 m a la dy = 3.2 m. El peso especifico del fluido en
el depésito es v = 9810 N/m?

Test. h

1. Calcular la fuerza resultante debido al empuje del agua

2. Calcular su posicion desde la superficie m

Pulsar sobre la palabra ejercicio 1 al comienzo para ver la solucién

A continuacién se propone la parte del ejercicio de examen de la convocatoria de julio de 2013

referente a temas de presién.

EJERCICIO 2

Los depdsitos A y B estdan unidos por una tuberia de didmetro D = 0.3 m, rugosidad € = 0.5 mm y
longitud L = 300 m. El depdsito B tiene el nivel constante a la cota zg = 3 m. El depdsito A tiene un
nivel variable pero no se quiere que supere la cota z,,4. = 8 m. Con objeto de controlar el nivel de este
depdsito se dispone una compuerta que puede cerrar herméticamente en el extremo del depédsito A de
la tuberia. Esta compuerta rota alrededor del punto 0 situado en el extremo alto de la tuberia a la
cota z; = 3 m. La compuerta se encuentra regulada por el mecanismo de boya cilindrica de didmetro
Dy mostrado en el esquema. El cable que une el brazo de longitud h = 0.6 m de la compuerta es de

peso y elongacion despreciables y comienza a tensarse cuando el nivel del depésito esta en z; = 5m.
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Dy
D —
Zmax Detalle de la compuerta abierta
| W )
zZ9 @
| W
21 ph—-----
| W P
h
|
h ) ¥ ZB
D]
A : I
|
i
|
1 L -
Test.

1. Calcular el empuje E} sobre la compuerta al llegar el agua a la cota maxima zp,4,. Suponer el

espesor de la tuberia despreciable. N

2. Calcular el didmetro necesario de la boya Dy para que se abra la compuerta en el caso anterior.

m

3. Calcular el peso sumergido P de la compuerta para que esta comience a cerrarse, desde su posicién
de méxima apertura, cuando el nivel en A es zo = 6 m. Desprecie el peso del brazo de la compuerta

y las fuerzas hidrodindmicas que afectan a la compuerta (solo se pide el comienzo por ser el proceso
de cierre un problema altamente complejo). N

4. Calcular la fuerza en el cable Iy en ese instante. N

5. Se quiere reducir la cota méxima de A variando la cota de B. jHabrd que [reducir] o [aumentar]

esta cota?. Escribir la palabra entre corchetes.

Pulsar sobre la palabra ejercicio 2 al comienzo para ver la solucion

2.6 Empuje sobre superficies curvas

Igual que en el caso anterior, la resultante del empuje puede obtenerse mediante integracién directa,
lo que en algunos casos puede incluso simplificar el problema, pero en otros la aplicacién del Método

de Poincaré que a continuacién se enuncia simplificard el problema.
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2.6.1 Meétodo de Poincaré

Este método se podria enunciar como ’El empuje resultante en una direccion de la presion aplicada a
cualquier superficie es igual al empuje debido la presion sobre la proyeccion de dicha superficie sobre
un plano perpendicular a la direccion en la que se quiere conocer el empuje mds la variacion de presion

segun dicha direccion desde el plano de proyeccion hasta la superficie’

Supongamos la superficie curva de la figura sobre la que se toma el dl mostrado.

¢EBB'
d

P3 py |3

Figura 2.7: Empujes sobre superficie curva. Método de Poincaré

A continuacién va a estudiarse la resultante de empujes (E) sobre ese elemento dl y los empujes
horizontales sobre la proyeccién del dl en la linea vertical AA’.

p1+ p2
2

E:

dl (2.58)
siendo:

p1 Presién a la profundidad d; (N/m?)
p2  Presion a la profundidad ds (N/m?)

Las componentes horizontal y vertical de este empuje son respectivamente:

Ej = E sen « E, = FE cos « (2.59)

En la longitud dz correspondiente a la proyeccién de dl sobre la linea vertical AA’ el empuje resulta:

Ean =B ;mdz (2.60)

Si expresamos el dz en funcién del dl y el dngulo « de inclinacién de esta linea con la vertical, se

tiene:
dz = dl cos « (2.61)



Flotacién 21

Sustituyendo dz en la ecuacién (2.60), vemos que coincide con el valor de Ej dado en la ex-

presion (2.59). Por tanto:
Eanx = E), (2.62)

Si extendemos este calculo, que es independiente del dngulo « del elemento dl, a toda la linea
curva, entonces resulta que la resultante de empujes horizontales sobre la linea curva tiene el mismo
valor que la resultante sobre la proyeccién en un plano vertical cualquiera de las presiones actuantes

en funcién de la profundidad.

Hay que tener en cuenta que este calculo se ha realizado en un fluido donde la tinica fuerza
masica actuante es la correspondiente a la gravedad. En este caso, la uinica variacién de la
presion es debida a la profundidad (ver seccién [2.3.1]). En el caso de existir aceleraciones en

otro eje que no sea el vertical, habria que tener en cuenta la variacién de presién en ese eje.

Cuando se estudia el empuje vertical hay que considerar la presion sobre la proyeccién de la curva
dl en BB’ mas la variacién de la presién con la profundidad que hay desde el plano de referencia (BB’)

hasta la superficie (1-2).

P14+ D2 dy + do

dh = dh = v

Ep1 + Eps (p1 —p3) + (P2 — p3) dh  (2.63)
: :

E, = FEgp + fdh = p3dh +

En realidad, independientemente del plano de referencia horizontal utilizado, las presiones verti-
cales, cuando la unica fuerza actuante es la gravedad, se corresponden con el drea encerrada entre el

sélido y la superficie libre multiplicada por el peso especifico (7).

Todo el razonamiento anterior se ha realizado sobre las lineas dl, dz y dh, cuando en realidad
éstas seran areas que se proyectan en las superficies AA’ y BB’. Entre ambas se formara un

volumen cilindrico.

Este razonamiento es valido para la proyeccién sobre cualquier plano, siempre que mantengamos

las presiones (p1 y p2) que actian a ambos lados del elemento dl.

Toda la justificaciéon anterior es igualmente valida cuando en vez de tomar elementos diferen-
ciales de longitud dl, utilizamos elementos diferenciales de area dA, con lo que se puede extender la

formulacién a empujes sobre volimenes sélidos.

En realidad, todo este comportamiento concuerda con la deduccién del tensor de tensiones esférico
realizado en la seccién més la variacion del valor escalar de la presién debido a la actuacién del

campo gravitatorio en liquidos incompresibles.

2.7 Flotacion
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2.7.1 Equilibrio del sélido sumergido. Empuje de Arquimedes

Arquimedes (287 al 212 A.C.) estudié el problema de la flotacién de los empujes en sélidos sumergidos,

enunciando el siguiente principio.

"Bl empuje vertical ascendente de un cuerpo sumergido en un fluido es igual al peso del volumen

del liquido desalojado’

Fisicamente estamos acostumbrados a observar sélidos que cuando son sumergidos en agua se
hunden, mientras que otros ascienden a la superficie hasta alcanzar su posicién de equilibrio a flote.
El principio de Arquimedes lo que enuncia es que los volimenes sélidos con una densidad media
mayor que la del fluido en el que se sumergen se hunden, mientras que los que ascienden tendran una
densidad media menor que la del fluido. En caso de tener una densidad media igual a la del fluido en
que se encuentra sumergido el equilibrio es indiferente y el sélido puede estar sumergido a cualquier
profundidad sin experimentar movimiento alguno mientras no se le aplique una fuerza que modifique

este estado de equilibrio.

Para demostrar este principio vamos a aplicar el Principio de Poincaré a los empujes horizontales

y verticales sobre un sélido sumergido.

Empujes horizontales sobre un sélido sumergido

Estudiemos el esquema de presiones actuando sobre la superficie diferencial horizontal mostrada en la

figura

d da =
i Ad il
R - / = 3 PA~ Eyp
Ps =7 dp Ps

Figura 2.8: Empujes horizontales sobre un sélido sumergido

Si Ey y E» son las resultantes de empujes sobre los elementos de longitud dl; y dls respectivamente,

dados por:
:pA+del1 E2:pA+pB

E
! 2 2

dly (2.64)

siendo:
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pa Presion a la profundidad d 4 (N/m?)
pp Presién a la profundidad dp (N/m?)

Las componentes horizontales del empuje son respectivamente:

Ey, = Eq cos o Eys = E5cos 8 (2.65)

Si aplicamos el Principio de Poincaré a ambos empujes horizontales se cumple que:

_ ba +pB

EH dz = EHl == EH2 (266)

siendo:

dz Diferencial de profundidad en el que se extienden los diferenciales de (m)

superficie dl4 y dlp

Aplicando dz = dl; cos a = dly cos § se hubiera llegado a la misma solucién.

Este razonamiento puede aplicarse igualmente a un volumen, solo que su representacion grafica es
mas compleja. En cualquier caso, se puede ver que ha de cumplirse para cada rebanada diferencial de

superficie tomada en el plano paralelo al del dibujo.

Como implicacion de la afirmacién anterior, se deduce que la resultante de empujes horizontales
sobre un cuerpo sumergido, sin aceleracién en este eje, es nula independiente de la profundidad a la
que se encuentre. Hay que tener en cuenta que esto no significa que las presiones sean nulas, sino
solamente su resultante, ya que las presiones a grandes profundidades son muy importantes y podrian,

por ejemplo, romper el casco de un submarino.

Empujes verticales sobre un sélido sumergido

Vamos a realizar un razonamiento similar al del apartado anterior para determinar la resultantes de

empujes verticales sobre un sélido sumergido.

5 A A B K A & A

] THIN ]
&

Figura 2.9: Empujes verticales sobre un sélido sumergido

A la izquierda de la figura estan representados los empujes verticales sobre la parte superior

del sélido sumergido, cuya resultante tiene la direccién del eje Z negativo, mientras que en el centro
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se tienen los empujes verticales sobre la parte inferior del sélido. Estos ultimos tienen la direccion
positiva del eje Z. En ambos casos se ha utilizado el método de Poincaré para determinar el valor de la
componente vertical del empuje, utilizando como linea de referencia la correspondiente a la superficie
libre. Dado que el empuje en un punto tiene el valor de la profundidad en el punto multiplicada por
el peso especifico del liquido en que se encuentra sumergido, y éste ltimo es factor comiin a todos
ellos, en la representacién se ha utilizado el valor de la profundidad como la escala de representacion

de empujes.

Por tanto, el empuje vertical hacia abajo sobre la parte superior del sélido sumergido (figura
izquierda) equivale al drea rallada multiplicada por el peso especifico del liquido en que se sumerge
(7), y el empuje vertical hacia arriba sobre la parte inferior del sélido sumergido (figura centro)

equivale al drea rallada multiplicada por el peso especifico del liquido en que se sumerge (7).

De la suma de ambos empujes (ﬁgura derecha) resulta el drea del sélido sumergido multiplicada
por el peso especifico del liquido, lo que se corresponde con el empuje ascendente de Arquimedes,
cuando en vez de trabajar en dos dimensiones (dreas en papel) lo hacemos con volimenes siguiendo

el mismo razonamiento.

Otra forma alternativa de ver el mismo problema es bajo el siguiente prisma:

e Hay sélidos que cuando se sumergen en un liquido se hunden hasta el fondo independientemente

de lo alejado que éste pueda estar.

e Hay solidos que cuando se sumergen en un liquido ascienden hasta la superficie donde se quedan
flotando.

e En la hidrostatica no hay movimiento relativo de las particulas, por lo tanto, si se encierra
un determinado volumen de particulas dentro de un volumen, éstas estdn en equilibrio con las
adyacentes, sin ascender o hundirse. En este caso, el peso del volumen encerrado debe ser igual
al empuje de Arquimedes, o el desequilibrio entre el peso y el empuje produciria un movimiento.
Esto puede escribirse como:

E, =~V (2.67)

Siendo V el volumen de particulas encerradas del liquido dentro de nuestro volumen, y ~y el peso
especifico de las particulas en ese volumen, que coincide con las del liquido en las que estan

sumergidas.

2.7.2 Tension efectiva
La tensién efectiva es el diagrama de tensiones que transmite el sélido sumergido al fondo sobre el que
se apoya.

Supongamos el sélido representado en la figura izquierda

La presién transmitida por la columna de agua de peso especifico v, sobre el fondo en un punto
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7 S
<Al pm—
Pa|[T|Ya da dSa
n Ps = 7a (dy-hsp)
B
3 dSS 1 Ea 1 Ea
N Pep' = (Ya -¥:)hB hg P, P,
v

Figura 2.10: Tensiones efectivas transmitidas por un solido apoyado en el fondo

donde no estd el sélido (punto A), a una profundidad d 4, es:

Py =v,da (2.68)

El valor de la presién transmitida al punto B, situado bajo el sélido, sera la correspondiente al

peso de la columna de agua de drea dS, en B’ més el peso del diferencial de superficie (dSs) del plano.

La presién se determina por el peso de los diferenciales de drea dividido por el diferencial de

longitud (dl) sobre el que actiia. Por tanto, la presién en B es:

_ dSa7a + dSsvs

P
B dl

(2.69)

siendo:

Yo Peso especifico del liquido (N/m?)
vs Peso especifico del sélido (N/m?)

El primer sumando de la ecuacién (2.69) puede ponerse como el peso de la columna de agua hasta

el fondo menos el peso de la columna de agua del punto B a B’ resultando:

(dSq 4 dSs)Va — dSsva + dSss

Pr =
B dl

= dA'Va - hb'Ya + hb'Ys (270)

El primer termino de la ecuacién (2.70)) coincide con la ecuacién (2.68)), el segundo es el empuje de
Arquimedes y el tercero es el peso del sélido. La diferencia entre las ecuaciones (2.68]) y (2.70) es la
tensién efectiva anadida por la existencia del sélido, y se corresponde con el peso del solido sumergido

(peso del s6lido menos empuje de Arquimedes)

Tefec = My (Vs — Va) (2.71)
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En principio podriamos suponer una presién efectiva como la mostrada en la figura [2.10] centro,
lo que ocurre es que en el interior del sélido rigido existe redistribuciéon de tensiones, que depende
también de los mddulos de elasticidad relativos entre el sélido sumergido y el fondo sobre el que se
apoya, pudiendo tener un esquema simplificado como el que se muestra en la figura [2.10| derecha, pero

que escapa del alcance de la hidrdulica.

Ambos diagramas de tensiones efectivas tienen el mismo valor integrado de las tensiones (V') e
iguales al peso total del sélido sumergido (peso total del sélido (Ps) menos el empuje de Arquimedes
E,).

V=PFP-E, (2.72)

En la realidad se tendria un diagrama de tensiones entre los mostrados en la figura [2.10| en el

centro y la derecha.

2.7.3 Subpresion

A continuacién vamos a suponer que entre el sélido sumergido y el fondo penetra el fluido. Las
particulas que se encuentran en la separacién entre ambos tienen una presion equivalente a la columna
de agua que tienen encima (P, = y,d4). Esta presion se ejerce con sentido ascendente sobre la parte
inferior del sélido sumergido, que es lo que se denomina subpresién, y hacia abajo sobre el fondo,
coincidiendo con la presién que se ejerce sobre el punto A en la figura [2.10] izquierda. Por tanto, la

suma de presiones que tenemos por encima de este punto coincidird con la tension efectiva.

Si se realiza este cédlculo, se tiene la columna de agua actuando por encima del sélido, més el peso
del sélido menos el empuje de agua hacia arriba en la parte inferior del solido. Si sumamos el término
primero de presion de agua sobre la parte superior del sélido més el empuje ascendente por debajo,
se tiene como resultado el empuje de Arquimedes, con lo que las presiones efectivas coinciden con las
obtenidas en la seccién exista, o no, agua por debajo.

Lo que realmente cambia la existencia de la subpresion es la fuerza necesaria para levantar el sélido

sumergido.

e En el caso de existir subpresién, la fuerza necesaria para elevar el sé6lido mientras se encuentra

totalmente sumergido se corresponde con el peso del sélido menos el empuje de Arquimedes.

e En el caso de no existir subpresion, la fuerza necesaria para levantar el sélido se corresponde
con el peso del sélido mas el peso de la columna de agua por encima del mismo. En este caso se

realiza mas fuerza cuanto mas sumergido esté el sélido.

La realidad es que es muy dificil situar un sélido sobre un fondo sin que exista subpresién, ya que
incluso en las obras cimentadas en seco sobre roca sana, como muchas presas, el agua, cuando se llena
el embalse, penetra por los poros de la roca y la presa adoptan la presiéon deducida de la circulacién de
agua a través del medio en cada uno de los puntos. La circulacion en este campo potencial se explica

mas detalladamente en el capitulo 7?7 del medio poroso.
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En cualquier caso, un ejemplo se corresponde con el tapén de la banera. Cuando estd situado
sobre el fondo de la misma sin estar en su agujero, la fuerza necesaria para elevarlo es muy pequena,
yva que existe subpresiéon. En el caso de estar correctamente colocado, por debajo de él hay aire con
presién igual a la atmosférica, por tanto con presion relativa nula, y para levantarlo la fuerza necesaria
se corresponde con la del caso anterior mas el peso de toda la columna de agua que tiene por encima,
por lo que si la banera se encuentra llena hasta un nivel elevado, esta fuerza es muy grande comparada

con el caso anterior.

En general, la subpresién es un fenémeno muy a tener es cuenta en el diseno ingenieril porque
puede actuar muy del lado de la inseguridad, como en el caso de las presas, o el dimensionamiento de

obras de amarre mediante boya con muerto en el fondo.

Subpresién bajo una presa de gravedad. ]

Supongamos la presa de gravedad representada de forma esquemética en la figura [2.11] construida
en hormigén de peso especifico relativo v, = 2.35, y con un nivel de agua, aguas arriba de la presa de
100 m y nulo aguas abajo. Se nos pide calcular la anchura L4 de la base para que la presa no deslice
ni vuelque sobre el punto O, suponiendo un coeficiente de rozamiento entre la base de la presa y la

cimentacion de p = 0.7

A

Figura 2.11: Representacién esquematica de una presa de gravedad

El empuje horizontal del agua sobre el paramento aguas arriba es:
9810

1
Ey = §7h2 = T1002 = 49050000 N (2.73)

y su brazo es dg,, = % =33.33 m
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El peso (P) de la presa viene dado por:

1 9810 - 2.35
P = 3 h= fIOOa = 490500 - 2.35a = 1152675 a (2.74)

y su brazo es dp = 23—“ = 0.667 a metros

Consideremos primero la solucién sin subpresién.

e Coeficiente de seguridad a deslizamiento Cyq = 1:

pE, P 490500 - 2.35a
— g =07 S0 007.2.350=1.0 —60.79m (2.75
Ey  PEg 49050000 “ “ m (275)

Csd =

o Coeficiente de seguridad a vuelco Cy, = 1:

Mg Pdp 490500 - 2.35a2 470
¥ M, Epndg, 4905000013° 10000 ¢ m (2.76)

Por tanto, el ancho de la base seria el mayor de ambos a = 60.79 metros.

Cuando se considera el caso con subpresion, aparece el diagrama inferior de empujes mostrado en

la figura que disminuye el peso propio, resultando un nuevo valor del peso (P’) dado por:

1 ~ 9810(2.35 — 1.00)

P == (v, —
2(% v) ah 5

100 @ = 490500 - 1.35a = 662175 a (2.77)

o Coeficiente de seguridad a deslizamiento Cyy = 1:

E, P
= 2 0.007-135a=1.0 —  a=10582m (2.78)

C. = -

¢ Coeficiente de seguridad a vuelco Cy, = 1:

Mg _ Pdp _ 270
M, ~ Epgdg, 10000

Cop = 2=-1.0 — a = 60.86m (2.79)

En este caso el ancho de la base seria a = 105.82 metros.

Evidentemente, el no tener en cuenta el efecto de la subpresién es claramente perjudicial para la

estabilidad de la presa.

Se ha considerado que la subpresién lo que hace es disminuir el peso de la presa y por eso
se le resta a éste. No se trata a la subpresiéon como un momento volcador, sino como un

estabilizador negativo

Fuerza necesaria para quitar un tapén. ]
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Calcular la fuerza necesaria para quitar un tapén de banera circular indeformable de radio r,
espesor e, densidad 7, sumergido en el fondo de una banera con altura de agua H en los dos casos
siguientes.

e Esta apoyado en el fondo.

e Esta tapando completamente el desagiie con la superficie inferior del mismo.

Aplicarlo al caso de H = 1.0 m, r = 10.0 cm, e = 1.0 em, v = 1.5 t/m3 y v = 1.0 t/m?
En ambos casos no hay resultante de empujes horizontales por que se elimina (aunque si tendremos

presion horizontal sobre el tapén). Las acciones se limitardn tinicamente al eje vertical.

e Peso del tapdn:
P =,V = v,nrie (2.80)

e Empuje vertical sobre la parte alta del tapén: Tomando como superficie de referencia el fondo de
la bafiera, se puede expresar como el peso del cilindro de agua de radio r que va de la superficie

al fondo menos el peso en agua del cilindro de radio r y espesor e:

Evy =7nr? (H —e)y (2.81)

e Subpresién bajo el tapén: Esta accién solo acttia en el primero de los casos, ya que en el segundo

la presién que se tiene por debajo es la correspondiente a la atmosférica (presion relativa nula).

La subpresién se puede calcular como en el caso anterior, tomando como altura H y teniendo

en cuenta que su sentido es hacia arriba.
Evy = nr’Hy (2.82)

La diferencia entre ambos casos radica en los términos considerados a la hora de calcular la fuerza

resultante:

e Tapon apoyado en el fondo: F; = P+ Evy — Evg
Fy =~errle+ar? (H —e)y — nr?Hy = (7 — ) 7r’e (2.83)
que coincide con el peso sumergido del tapon.
e Tapdn sobre el desagiie: Fo = Ps + Evy
Fy =vgmrPe +ar® (H —e)y =yar? [H + e (v, — 1)] (2.84)

siendo v, = 772 la densidad relativa del tapén.

Aplicando los datos del enunciado:

H=1.0m,r=0.10m, e = 0.01 m, s = 1.5-9810 = 14715 N/m? y v = 9810 N/m?, se tiene:
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e Peso del tapén: 1.5 - 981070.10%0.01 = 4.6229 N
e Peso sumergido del tapén: (1.5 — 1.0) 981070.10%0.01 = 1.541 N

Peso del cilindro de agua por encima del tapén: 79810 - 0.1% (1.0 — 0.01) = 305.108 N

Subpresién: 79810 -0.1% - 1.0 = 308.190 N

Los valores de las fuerzas en las situaciones 1 y 2 planteada seran por tanto:

e Tapon apoyado en el fondo: F} = 1.541 N

e Tapdn sobre el desagiie: Fp = 4.6229 + 305.108 = 309.7309 N

Ademsds debe destacarse que en el primer caso la fuerza (F}) es independiente de la profundidad
mientras que en el segundo (Fy) la fuerza aumenta proporcionalmente con ésta, con excepcién del peso

del tapon.

2.7.4 Equilibrio del sélido semisumergido

Un cuerpo soélido, con densidad superior a la atmosférica, que al meterlo en un fluido asciende hasta
la superficie, queda flotando en equilibrio. En esa posicién el empuje de Arquimedes debe igualar al

peso del sélido, por tanto el volumen sumergido, o Volumen de carena V. serd igual a:

P
Ve=— 2.85
: (2.85)

siendo:

P Peso del sélido en el aire (N)
v Peso especifico del fluido (N/m?)

Al centro de gravedad del volumen de carena, se le denomina Centro de carena ('), y por él pasa

el vector con el empuje de Arquimedes.

Entre dos posiciones de equilibrio adyacentes, se tendrd que el volumen de carena en ambas debe
ser igual. Por tanto, existird un Unico centro de rotacion instantdneo que permita pasar de la posicion
1 a la 2 sin variar el volumen de carena. Este centro de rotaciéon sobre el que gira el sélido se
le denomina Metacentro (/). En el metacentro es donde se cortan los vectores que contienen el

empuje de Arquimedes, y es el punto donde se aplica éste.

El metacentro se corresponde, por tanto, con el centro de curvatura de la linea que une los dos
centros de carena C - C’. A la superficie que une todos los posibles centros de carena se le denomina
Superficie de carena (S.). Téngase en cuenta que los giros en el metacentro pueden realizarse en

todas las direcciones del espacio.
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Una forma intuitiva de comprender este cambio entre dos flotaciones adyacentes, es imaginando

que el sélido se comporta como un péndulo colgado del metacentro.

A la superficie que resulta del corte del sélido por el plano formado por la superficie libre del fluido

se le denomina Plano de flotacion (FP;).

La envolvente de todos los posibles planos de flotacién en las distintas posiciones en equilibrio se
le llama Superficie de flotacion (S;), y sera tangente a cada plano de flotacién en un tnico punto (g)
que coincide con el centro de gravedad del plano de flotacion como se demuestra mediante el Primer

Teorema de Euler.

Primer Teorema de Euler

Supongamos dos flotaciones adyacentes como la mostradas en la figura [2.12

E,=E;=E." E,
Mge
F 3
D an M‘, i‘\ B, D P " M B‘
" 1
A ;o o JATA A A
S A - e he 4> - A el ) (3] |
— |\ 7 gh Vzﬁ_ 24 — f g R 2
£ J_ % [ ] iR 3 )
s 2B 2 P\ S P
CH :C Cf

Plano de

Plano de

flotacion flotacion

Figura 2.12: Demostracion de los teoremas de Euler

Si ambas son flotaciones estables, el volumen sumergido, o volumen de carena V., debe ser el mismo
en ambos casos:
Ve=Vi+ V&
cT b —Vo=Vs (2.86)
Ve=WVi+V3

Por lo tanto Vi — V5 = 0. Desarrollando los volimenes, y teniendo en cuenta que y = fx se tiene:

A’ A o A’ A’
Vngz/ yds/ yds:/ yds+/ yd.S:H/ xds=0 (2.87)
o o A 0 A
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Teniendo en cuenta la expresion del momento de primer orden o momento estatico para determinar

la posicion del centro de gravedad de una superficie respecto de un eje dado:
M, = /wds =S Zedq (2.88)
S

siendo z la distancia del eje a cada elemento diferencial de superficie. Sustituyendo esta expresion

en ([2.87)) se tiene:

Vo — ‘/3 = gxcdgsf =0 (289)
siendo:
T4y Distancia desde el eje OO’ al centro de gravedad (m)
Sy Superficie del plano de flotacién considerado (m?)

Para que se satisfaga la igualdad dada en la ecuacion (2.89), se tiene que cumplir que .45 = 0, lo

que demuestra que el centro de gravedad se encuentra sobre el eje OO'.

Realizando este mismo razonamiento para dos flotaciones adyacentes girando sobre otro eje distinto
de flotacién, se llega a que el punto g es el corte de ambos ejes y coincide con el centro de gravedad

del plano de flotacién.

Esto implica que la superficie de flotacion es convexa, ya que en caso contrario existirian dos centros

de gravedad (g) en un mismo plano de flotacién, lo que no es posible.

Ténganse en cuenta que en el caso de que un plano de flotacién esté constituido por dos superficies
separadas (ej: la flotaciéon de un catamaran), el centro de gravedad (g) puede caer fuera de las dos

superficies.

Flotacion estable de un cuerpo semisumergido
Un cuerpo semisumergido tiene una flotacién estable cuando:

e Su peso es igual al peso del volumen del liquido desalojado.
e Su centro de gravedad y su centro de carena estan alineados en la misma vertical.

e El metacentro se encuentra situado por encima del centro de gravedad.

Para definir matematicamente la flotacién estable tinicamente falta definir la posicién del meta-

centro (M) para ello, se utiliza el segundo teorema de Euler.

Segundo Teorema de Euler

Supongamos dos flotaciones estables préximas, representadas en la figura por los planos BB’ y
DD'. Se ha definido el metacentro como el eje de rotacién entre ambas flotaciones. Por tanto, el punto

M coincidira con el centro de curvatura de la superficie de carena S, formada por la curva C"CC".
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Si estudiamos los momentos en C” originados por la variacién de fuerzas debidas al cambio de
flotacién entre los planos de flotacién P; y Py, se tiene que C”C” - E, es igual al momento generado

por las cunas g/C’\’B/ y gﬁ’\B” .

/ P— —_— —_—
C”C, : Ea - MgC’B’ + MgC”B” (290)
Los momentos se pueden determinar mediante:
A’ A A N
M@,—l—Mg@,,:/o 'yxyds—i—/o ’yxyds:ﬁfy/Alx ds =10 (2.91)

De manera similar, al caso anterior, el momento estatico de segundo orden, o momento de inercia

del plano de flotacién respecto del eje OO’ es:
Ioor = /l’zds (2.92)
S
por lo que la ecuacién se puede escribir:

M@, + Mg@” =0~vlpor (2.93)
La distancia C”C’ puede expresarse en funcién de la distancia MC' y el angulo 6 de giro entre

ambos planos de flotacién, mediante:
Cc'c'=60MC (2.94)

Uniendo las ecuaciones (2.90)), (2.93)) y (2.94)), se tiene:

_ Tooy Ioo
0MIC - E, = 0~yIpor  —  MC =199 _ 100 (2.95)

Lo que permite determinar la posicién del metacentro (M) una vez conocida la posicién del centro
de carena (C'), pudiendo entonces comprobarse que el centro de gravedad esté por debajo del meta-
centro, lo que es condicién indispensable para que la flotacion sea estable. En caso contrario, el sélido

girard para buscar una nueva situacién de flotacién en equilibrio.

Brazo estabilizador

El brazo estabilizador (0) se corresponde con la distancia existente entre el metacentro (M) y el cdg
del sélido en flotacién (G), siendo positiva cuando el metacentro se encuentra por encima del cdg y

negativa en caso contrario.

En un sélido en flotacién las tnicas fuerzas actuantes son el peso y el empuje de Arquimedes.
Ambas son verticales, y deberan estar alineadas para verificar el equilibrio. Cualquier desplazamiento
de una de ellas sobre la recta vertical que une a ambas genera un momento que las devuelve a su
posicién de equilibrio. En caso de situarse G por encima de M este momento produce un vuelco del

sistema de fuerzas.
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Las 'Recomendaciones de Obras Maritimas’ (ROM) son las normas utilizadas en nuestro pais para
la construccién de obras maritimas. En el caso de diques y muelles formados por estructuras de
cajones verticales, la ROM recomienda un brazo estabilizador minimo de 0.5 m para el transporte por

flotacién de este tipo de estructuras.

i Flotacién de una barcaza ]

Una barcaza para el transporte de agua tiene dimensiones de 50x15x6 metros con un espesor de

paredes de 0.5 m. Su masa total es de 1300 ¢t y su c.d.g. se encuentra a 1.70 m por encima del fondo.
Determine la posicion del centro de carena, del metacentro y el brazo estabilizador. Témese g = 9.81

m/s? y una densidad relativa del agua del mar de ) = 1.025

Para que haya flotacién se tiene que cumplir que el peso (P) iguale al empuje de Arquimedes
(Eq = ~V,), siendo 7, el peso especifico del agua del mar y V. el volumen de carena dado por:
P 13001000 -9.81
Yo 1025-9.81

siendo h = 1.691 m < 6 m la altura sumergida del fuste. Ademas de que el fuste no esté sumergido

Ve="50-15-h = = 1268.29 m? — h =1.691m (2.96)

es necesario comprobar que el metacentro (M) se sitie por encima del centro de gravedad (G = 1.7

m). Para ello se calcula la posicién del centro de carena (C') desde el fondo de la barcaza como:
— h
C= 5= 0.8455m (2.97)
A continuacién se determina la posicién el radio metacéntrico dado por:

1
onr = Taa _ 1250 15° _ 14062.5
Ve 1268.29  1268.29

= 11.0877m (2.98)

Obsérvese que la inercia elegida se corresponde con el eje de giro que daria una menor elevacion
del metacentro respecto del punto de carena. Este tltimo seria comiin en ambas rotaciones, no asi
el metacentro. Por tanto, debe elegirse el metacentro més bajo para asegurarse que estamos en la

situacion mas inestable.
Como OM = OC +CM =11.93 m < OG = 1.70 m la flotacién es estable.

El brazo estabilizador se determina finalmente como:
§=0C+CM — OG =10.23m (2.99)

ANNNNNNNNNNANNNNNNNNANNNAN
Indicatriz de Dupin
Mediante la indicatriz de Dupin se demuestra que las superficie de flotacién (Sf) y la superficie de

carena (S.) son paralelas. La demostracién es puramente geométrica y no se va a llevar a cabo en
detalle.
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Por tanto, si la superficie de flotaciéon no puede ser concava, tampoco lo serd la superficie de carena.

EJERCICIO 3

En el cilindro de altura h = 2.5 m y radio r = 2.0 m, que se
muestra en la figura flotando en la posicién indicada obtenga
la expresién de la distancia del centro de gravedad al centro
de carena (GC) de un cilindro de altura h y radio 7 que se

encuentra flotando sumergido hasta la mitad

Test.

1. Apliquelo al caso de h =25 my r = 2.0 m. C= m

2.7.5 Equilibrio del sélido semisumergido con lastre liquido en su interior

Un caso diferenciado del anterior es la existencia de sélidos flotando con liquidos en su interior, como
pueden ser los barcos de transporte de liquidos (ej: petroleros), donde el movimiento de la masa del

liquido interior, produce un desequilibrio que debe ser tenido en cuenta en el calculo de la flotacién.

AN

El liquido en el interior del recipiente mantiene su super-
ficie libre perpendicular a la direccién de la aceleracion

de la gravedad. Igual que ocurre con el sélido flotando,

donde el empuje de Arquimedes (FE,) se aplica sobre
el metacentro (M), por ser éste el centro de rotacién

instantaneo del movimiento, cuando movemos la masa

liquida en el interior de un recipiente, tenemos un punto
(N) que hace esta funcién.

Aplicando el primer Teorema de Euler, explicado en la seccién al volumen encerrado bajo la
superficie (AA’) se demuestra que el punto g es el centro de gravedad de la superficie libre y mediante
el segundo Teorema de Euler (seccién [2.7.4)), se demuestra que la distancia NG, siendo G el centro

de gravedad del liquido confinado es:

- I 12
NG, = 24 (2.100)
Vi
Esto implica que el peso de un volumen liquido confinado en un recipiente con superficie libre,

debe aplicarse en el punto N.

La inercia considerada I44: esta referida al eje de giro de la oscilacion que pasa por el centro de
la superficie libre de la masa liquida estudiada. Para cada una de las masas liquidas interiores con
superficie libre independiente se tendra unos nuevos ejes de giro e inercia, en funcién del tamano de
la superficie libre respecto de este eje. Todos los ejes de giro seran paralelos entre si para una misma

oscilacién del sistema.
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Si seguimos manteniendo el criterio de que las fuerzas deben aplicarse sobre el centro de rotacion
instantdneo, cada uno de los volimenes liquidos interiores con superficie libre independiente (i) tendra
un punto NN; donde se aplica el peso del volumen de liquido. El centro de gravedad de todas las masas
se obtiene mediante la suma de los productos de los pesos actuantes por sus puntos de aplicacion

respectivos, dividido por la suma total de masas. Es decir:

_ 2j10Gs; B+ 5, ONiFy

OGr PP (2.101)
siendo:

OGr Distancia del plano horizontal de referencia O al centro de actuacién

L todas las masas Gp

OGs; Distancia del plano horizontal de referencia O al centro de gravedad
(Gg) de la masa solida j

ON; Distancia del plano horizontal de referencia O al punto de aplicacién de
la carga dada por la masa liquida

P; Peso de la masa sdlida j

P Peso de la masa liquida ¢

j=1,...,m Nuamero de masas sélidas consideradas para el célculo

1=1,...,n Numero de masas liquidas interiores con superficie libre independiente

Es muy importante tener en cuenta que para un mismo volumen de liquido transportado, la divisiéon
de éste en compartimientos separados dard lugar a que la suma de las inercias de todos ellos sea mucho
menor que la inercia de un compartimento tinico. Ello provoca una elevacién menor del punto N donde
se aplican los pesos del conjunto de las masas liquidas, aumentando por tanto la distancia final entre
el metacentro (M) y el cdg conjunto de la masas liquidas y la barcaza que los contiene (Gr). Esta
distancia MGr es el brazo estabilizador § resultante. Cuanto mayor sea la distancia MGr, siempre

con M por encima de G, mayor es la estabilidad con la que navegara nuestra barcaza.

Flotacion de una barcaza con lastre liquido interior ]

En la barcaza del ejemplo anterior, suponga un relleno interior de agua de mar de 4 m, y determine

la posicion del centro de carena, del metacentro y el brazo estabilizador.

Al existir un mayor peso formado por la parte sélida (Ps) més los lastres liquidos (P;), la barcaza
navegard mas sumergida y necesitara un mayor volumen de carena dado por:

P;+ P, 1300-1000-9.81 +14-49-4-1025-9.81 1300
v 1025 - 9.81 ©1.025

4012.
—1268.3 + 2744 = 4012.3m*® -  h= % =5.35m (2.102)

Ve=50-15-h= +14-49-4

siendo h = 5.35 m < 6 m la altura sumergida del fuste. Ademds de que el fuste no esté sumergido es
necesario comprobar que el metacentro (M) se sitiie por encima del centro de gravedad de la barcaza

(G = 1.7 m) mas el punto de aplicacién de las cargas debidas a las masas liquidas interiores (N). Para
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ello se calcula la posicién del centro de carena (C') desde el fondo de la barcaza como:

C=-=2675m (2.103)

| >

A continuacién se determina la posicion el radio metacéntrico dado por:

——  Iaa  1350-15°  14062.5

¢ V. 10123~ 40123 _ >oom (2.104)

La inercia elegida, como en el caso anterior es la debida al eje paralelo a la eslora que pasa por el

centro de la barcaza.
Como OM =0OC +CM =6.18 m

La masa liquida interior tiene de caracteristicas:

Area en planta del volumen liquido interior: A; = (50 — 2 - 0.50)(15 — 2 - 0.50) = 686 m?

Volumen liquido interior: V; = A; - h; = 686 - 4 = 2744 m?

Peso del agua interior: P; = V; -y = 2744 - 1025 - 9.81 = 27591606 N

Posicién del cdg del agua interior respecto del fondo: OG; = 0.50 + % =25m

Inercia de la superficie libre interior respecto a eje eslora: I; = %49 143 = 11204.67 m*

La posicién del punto de aplicacién de las carga debida al relleno interior de agua es:

S 11204.67
El punto de aplicacion de los pesos de la barcaza (Ps = 1300 - 1000 - 9.81 = 12753000 N) més el

agua interior (P;) se calcula mediante:

El brazo estabilizador se determina finalmente como:
6=0M—-0Gyr=1.14m (2.107)

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA.

Flotacion de una barcaza con lastre liquido interior y separacién con mamparas ]

En la barcaza del ejemplo anterior, suponga que el relleno interior de agua de mar esta separado

en cuatro zonas en direccién manga mediante mamparos de peso y espesor despreciable
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En este caso el peso del lastre interior de liquido seria el mismo, por lo que se obtendria igual valor
la altura sumergida o calado (h) y del volumen de carena (V). La altura de aplicaciéon del CDG de

los lastres liquidos OG; = 2.5 m es la misma en los cuatro compartimentos.

La tnica variacién se debe a la distancia existente entre el centro de gravedad de los lastres liquidos

(G;) vy el centro de aplicacién de cada uno de estos pesos (NN;)

49 (1) 175073
12 4 :
= = 0.1745 2.108
2.3 1003.075 o (2.108)

Finalmente el punto de aplicacién de los pesos de la barcaza (P, = 12753000 N) maés el agua
interior (4P; = 27591606 N) se calcula mediante:

— WPS + Z?:l ON,;P;

OGt =2.145m (2.109)
P+ Y, P,
valor claramente inferior a los 5.04 m del caso anterior.
El brazo estabilizador resultante seria:
0 =0M — OGy =6.18 — 2.145 = 4.035m (2.110)

mejorando el 1.14 m del caso anterior.

Este comportamiento explica la divisiéon en compartimentos que se realiza en los buques de trans-

porte de graneles liquidos.



Soluciones a los Ejercicios

EJERCICIO 1

El area de la compuerta es:
A=(32-1.2)2.0=4m?

La profundidad del centro de gravedad de la compuerta:

Utilizando las féormulas dadas en la teoria, el empuje puede determinarse como:

Fy = vdeggA = 9810-2.2- 2.2 = 86328 N

La profundidad al punto de aplicaciéon del empuje se calcula mediante:

I 120(32-1.2)°
do = dogy 25— 994 12201 )

— 2351
dogg A 224 solom

39
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EJERCICIO 2

La compuerta se abre cuando el momento en el eje de giro de la compuerta de la fuerza actuante sobre

la compuerta y la ejercida por el cable se igualan:

Epd = Fyh (2.111)

siendo:

2

E;,  Empuje horizontal sobre la compuerta

d Distancia al punto de aplicacién del empuje desde el eje de giro

F;, Componente horizontal de la fuerza ejercida por el cable

h Brazo de la compuerta

3

Para la determinacién del empuje horizontal de la compuerta se consideran las presiones a ambos

lados de la misma, resultando la diferencia entre ambos

D2

Ey,=m—

7 (Zmaz — 2B) = 3467.14 N (2.112)

El brazo de este empuje resulta:

D
d= 5 = 0.150m (2.113)
La fuerza se obtiene del equilibrio de fuerzas verticales en la boya cilindrica

D2
F = WTb'y (Zmaz — 21) (2.114)

La componente horizontal de esta fuerza es:

F,=YIF (2.115)

o[%

Sustituyendo las ecuaciones (2.112)), (2.113), (2.114)) y (2.115) en (2.111f), y despejando D, se

tiene:

D \/\/§D3zmm—zB V20338 -3
b: —_— —_—

— 0.2303 2.116
2 h zan—2z | 2 068—5 m (2.116)

La compuerta comienza a cerrarse cuando el momento del peso de la compuerta (P) respecto del
eje de giro de la misma igual al momento de la fuerza (F») que se realiza en el cable. Planteando el

equilibrio de momentos:

D
P =Fh (2.117)

Como la compuerta se ha abierto, la boya habra subido una distancia:

Ly =V2h =v2-0.6 = 0.84853m (2.118)
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con lo que la fuerza realizada por el cable es:

D? 0.23032
F :WTI)’Y(ZQ —zn1—Ly)=m

1000 - 9.81 (6 — 5 — 0.84853) = 61.89 N (2.119)

Por tanto el peso de la compuerta seré:

7w D?
P=-22yh(z—2— L) =

30.23032
2D

2 03

1000 - 9.81 (6 — 5 — 0.84853) = 247.56948 N (2.120)

Si se aumenta el nivel en el depédsito B, se incrementan las presiones en el lado aguas abajo de la
compuerta haciendo que el empuje total resultante sobre la misma disminuya, por lo que se requerird

menor fuerza para abrirla. Esto implica que el nivel en A no se elevard tanto.

<
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EJERCICIO 3

0.61.0 El aspecto més destacable es que en el cilindro flotando tum-

bado, la posicién de equilibrio es indiferente respecto del eje
horizontal que pasa por el centro del cilindro. Ello implica
que el centro de gravedad de la seccién (OG) coincide con el
centro de curvatura de los centros de carena o metacentro, es
decir:

OG=0M =r (2.121)

Lo mismo ocurre con una esfera, pero en ese caso para todas

las direcciones de vuelco.

Por tanto la posicién del centro de carena OC = OM — CM puede determinarse teniendo en

cuenta el segundo teorema de Euler:

—— _ laa
C =
Ve

(2.122)

La inercia del plano de flotacién respecto del eje GG’ que pasa por el centro del cilindro es:

1
IGG/ = Eh(QTP

El volumen de carena es la mitad del volumen del cilindro

V. = 27r -r“-h
Con lo que resulta:
—  Ar
C=—
3T

Finalmente la distancia del punto O al centro de carena serd

— 4r 4
OC—T—37T—T<1—37T>

Aplicdndolo a los datos del problema:

0OC =2.0 <1 — 34> =1.151

U

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)
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